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Resumo: Este trabalho verifica a formação de clubes de convergência de renda 
para os municípios brasileiros no período de 2000 a 2010, através dos métodos não 
paramétricos de: densidade Kernel, regressão quantílica linear e o do constrained 
smoothing B-splines (COBS). A análise da densidade Kernel indicou que a 
distribuição da renda é bimodal. Já o modelo de regressão quantílica linear testou 
duas hipóteses: i) a de β-convergência absoluta, onde somente o quinto e o décimo 
percentil convergiram; e a ii) a de β-convergência condicional que teve como variáveis 
explicativas: a renda per capita e os anos de estudos e como resultado, a educação 
é mais eficiente para mitigar a desigualdade nos municípios mais pobres. Enfim, o 
método constrained smoothing BsSplines que testou a hipótese de β-convergência 
e constatou a não linearidade entre os quantis e ratificou a formação de dois polos 
de convergência.
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Income convergence for Brazilian 
Municipalities: an application of 
Constrained Smoothing  B-SPLINE from 
2000 to 2010 
Abstract: This paper checks the formation of income convergence clubs for 
brazilian municipalities in the period of 2000-2010, through the non-parametric 
methods: Kernel density, linear quantile regression and the constrained smoothing 
B-splines (COBS). Kernel density analysis indicated that income distribution is 
bimodal. The model of linear quantile regression tested two hypotheses: i) the 
absolute β-convergence, where only the fifth and tenth percentile converged, and 
ii) the conditional β-convergence that had as explanatory variables: per capita 
income and years of study and, as a result, education is more effective to mitigate 
inequality in poorer municipalities. Finally, the method constrained smoothing 
BsSplines that tested the β-convergence hypothesis, found the non-linearity between 
quantiles and ratified the formation of two poles of convergence. 
Key-words: Income convergence, and Constrained Smoothing B-Splines.
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1.Introdução
A desigualdade de renda entre as regiões é um problema para o desenvolvimento 
de uma nação, pois o crescimento econômico, não necessariamente reduz a 
desigualdade de renda, mas pode até aumentá-la. Pois cada região apresenta 
características diferentes, tanto de recursos naturais e humanos, como 
também de infraestrutura produtiva e de mercado interno, de maneira que 
as regiões com melhor estrutura produtiva têm maiores níveis de renda per 
capita.
Ainda nessa ótica, o crescimento da renda per capita tem ritmo diferenciado 
entre as regiões, pois as estruturas produtivas e a dotação interna de 
recursos determinam as vantagens locacionais, aumentando a tendência 
de desigualdade regional que se reflete no nível de renda per capita dos 
trabalhadores (Souza, 2009). Para Azzoni et al.(2000), os diferenciais de 
rendas per capita são determinados  pela dotação inicial de recursos, de forma 
que não existem regiões pobres e sim uma maior concentração de famílias 
pobres em determinado lugar.
A principal consequência da discrepância de renda entre os municípios é a 
pobreza de um lado e a riqueza de outro. A pobreza pode ser considerada 
como a ausência de bem-estar, de insuficiência de renda, acesso aos serviços 
de saúde, aquisição de alimentos, a utilização do sistema de educação e a 
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moradia, ao uso dos serviços de abastecimento de água e coleta de esgoto e 
à falta de oportunidade.
As disparidades regionais se agravam quando os municípios mais pobres 
crescem a uma taxa menor que os mais prósperos, aumentando a divergência 
de renda per capita entre as regiões. O modelo neoclássico crescimento de 
Solow prevê a convergência de renda entre as regiões independentemente 
de sua dotação inicial. Alguns trabalhos empíricos confirmam essa hipótese, 
tais como: Barro e Sala-i-Martin (1992); Mankiw et al. (1992); Sala-i-Martin 
(1996). Porém, os trabalhos empíricos de Quah (1993,1996) evidenciam que 
ao longo do tempo há um deslocamento da renda média para os extremos da 
distribuição formando “picos gêmeos” e com isso a economia converge em 
clube, onde o rico fica mais rico e o pobre mais pobre.
O objetivo deste trabalho é verificar a formação de clubes de convergência de 
renda per capita para os municípios brasileiros no período de 2000 a 2010, 
através da utilização de métodos robustos . Além desta introdução, o trabalho 
está dividido em sete partes. A segunda parte consta a revisão de literatura 
dos principais trabalhos científicos, internacionais e nacionais sobre a con-
vergência de renda. Já na terceira parte, é apresentado o referencial teórico, 
fazendo uma abordagem do modelo de crescimento de Solow, das teorias de 
β-convergência e σ-convergência.
No quarto tópico é exposta a metodologia utilizada no trabalho que são – o 
modelo de regressão quantílica linear (RQL), constrained Smoothing B-
-Splines (COBS) e a densidade Kernel.  No tópico seguinte, são apresentadas 
as análises e discussão dos resultados obtidos. 
Na sexta parte, consta a conclusão do trabalho e, na parte, seguinte As refe-
rência bibliográficas e, por último, os apêndices.
2.Revisão De Literatura 
Segundo a Teoria Neoclássica a renda per capita dos países convergiriam 
independente da sua dotação inicial, ou seja, que a desigualdade entre os 
países acabariam. Vários trabalhos empíricos testaram essa hipótese.  Um 
dos pioneiros foi o trabalho de Barro e Sala-i-Martin (1992) que usou o 
modelo de crescimento neoclássico, para estudar a convergência entre 48 
estados dos EUA, no período de 1840 a 1963 e houve evidências empíricas 
de convergência, ou seja, as economias dos estados mais pobres tenderam a 
crescer mais rapidamente que os estados mais prósperos. 
E ainda, outro trabalho realizado por Sala-i-Martin (1996) que analisou um 
grupo de 110 países, no período de 1960 a 1990 e os resultados apontaram 
para um processo de convergência absoluta para um subgrupo de países da 
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Organização para Cooperação e Desenvolvimento Econômico (OECD) . Outros 
trabalhos foram realizados para testar a hipótese neoclássica, entre ele, o 
trabalho realizado por Mankiw et. al (1992) que partiu do pressuposto de que 
os países se encontram em seus estados estacionários e a partir daí, estimou 
várias regressões para identificar como a taxa de crescimento da poupança e 
da força de trabalho explica o diferencial de renda per capita entre os países. 
Cole e Neumayer (2003) testaram a hipóteses de convergência de renda entre 
pessoas ricas e pobres e os resultados indicaram que as rendas das pessoas 
mais pobres estavam a crescer mais rapidamente. 
No Brasil, vários trabalhos testaram a hipótese de convergência de renda, 
entre eles está o trabalho de Baroossi-filho e Azzoni (2003) que testou a 
hipótese de convergência de renda regional utilizando uma abordagem de 
séries temporais e os resultados sinalizaram para convergência estocástica 
de renda a nível macrorregional, com exceção da região norte. 
Silveira et. al. (2010) utilizou o MQO para testar as hipóteses de β–
convergência absoluta e condicional e o teste de β–convergência de Drennan, 
para os municípios da região norte do Brasil e foi confirmada a hipótese de 
convivência de renda, os municípios mais pobres crescem mais rápido. Na 
hipótese β–convergência condicional foi utilizada a variável ano de estudos 
que foi importante na determinação do crescimento, pois aumentou a 
velocidade da convergência, e além deste teste foi testada a σ-convergência e 
foi confirmada a redução das discrepâncias nas regiões do Brasil. 
Já Ferreira e Cruz (2008), que verificaram se há convergência da desigualdade 
de renda nos municípios brasileiros para período 1991 a 2000, sobre a hipótese 
de clube de convergência que foram identificados de forma endógena pelo 
modelo, de efeito threshold, e variável threshold foi o índice de Gini para 
o período inicial. E como resultado foram encontrados 6 (seis) clubes de 
convergência, nos quais verificou-se evidências empíricas de que existe um 
processo de convergência da desigualdade da distribuição de renda no Brasil. 
E nesse processo a variável renda do trabalho mostrou-se mais significante 
que a transferência governamental. 
Evidências empíricas demonstrada por Quah (1993, 1996), em que ao longo do 
tempo há um deslocamento da renda média para os extremos da distribuição, 
formando duas modas e com isso a economia converge em clube, onde o 
rico fica mais rico o pobre mais pobre.  Dessa forma, Quah (1996) discute a 
existência de múltiplos equilíbrios, pois é possível que, embora não existam 
evidências de convergência global, algumas regiões estejam se aproximando 
umas das outras em termos de renda per capita. No trabalho empírico de 
Feyrer e College (2003) foi confirmada a hipótese de convergência em clube 
e que o capital humano pode reduzir ao longo prazo o “pico inferior” da 
distribuição, nesse artigo foi utilizado o método de Markov. 
Para Quah (1996) a análise de convergência renda pelos métodos tradicionais 
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- cross-section, séries temporais e dados em painel, podem ser enganosas, pois 
um coeficiente negativo da β-convergência, não significa que as economias 
estão a convergir para o mesmo estado estacionário. Esse problema é 
conhecido como a “Falácia de Galton” em que uma regressão na média não 
consegue capturar o que acontece em toda a distribuição. Nesse caso, é 
necessário aplicar métodos robustos, como a matriz de Markov ou Regressões 
Quantílica. 
No Brasil, vários trabalhos empíricos utilizaram uma análise robusta para 
testar as hipóteses de convergência de renda entre os municípios. Assim como 
o trabalho de Fochezatto e Stulp (2008) que analisou os efeitos da liberalização 
comercial e os suas implicações sobre a evolução e a convergência da renda per 
capita entre os municípios do Rio Grande do Sul no período compreendido 
entre 1985 a 1998, utilizando uma técnica de matrizes de Markov, e os 
resultados obtidos indicaram a convergência de renda, mas a convergência 
se deve ao comportamento de variáveis demográficas que compensaram a 
divergência de renda do produto médio.
Coelho (2006), busca identificar dentre o conjunto formado pelas variáveis 
capital-produto, capital humano por trabalhador e produtividade total dos 
fatores, as possíveis origens da chamada armadilha de desenvolvimento, para 
os municípios brasileiros, no período 1970 a 2000. Essa análise foi realizada 
por meio de método não-paramétricos e de algoritmos de agrupamento 
que apontam para o capital humano como o principal responsável pela 
bimodalidade da distribuição de renda dos municípios brasileiros.
Em relação aos métodos não paramétricos, Grolli, et  al.(2007) estudou o 
crescimento econômico para os municípios do Rio Grande do Sul no período de 
1970 a 2001, através de regressão quantílica linear, e os resultados indicaram 
a existência de convergência absoluta na maioria dos quantis, entretanto, estas 
taxas de convergência mostraram-se ser diferentes ao longo da distribuição 
condicional. 
Em relação a utilização do método constrained B-spline smoothing (COBS) 
que não impõe nenhuma forma funcional, a estrutura de dados e a estimação 
das curvas serve como informação sobre o comportamento da regressão em 
cada estrato. O estudo realizado por Laurini et al. (2005) analisou a evolução 
da distribuição da renda relativa per capita para os municípios brasileiros no 
período de 1970-1996. E realisou dois testes de convergência - um teste para 
σ-convergência, baseado no princípio do Bootstrap e outro de β-convergência 
usando Smoothing Splines para as regressões de crescimento. Os resultados 
apontaram para a formação de dois clubes de convergência, um clube de baixa 
renda formado pelos municípios das regiões Norte e Nordeste e outro clube de 
alta renda formado pelos municípios das regiões Centro-oeste, Sudeste e Sul.
De forma semelhante, Silva e Figueiredo (2010) testaram a hipótese de 
convergência de renda para os municípios nordestinos para o período de 1970 
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a 1996, através da análise de regressão quantílica linear e não linear e verificou-
se a formação de clubes de convergência entre os municípios nordestinos.
No Brasil, as hipóteses de convergência de renda foram testadas pelos métodos 
paramétricos tais como: mínimos quadrados ordinários, séries temporais e 
dados em painéis. E também por métodos não paramétricos – como o utilizado 
nessa pesquisa. Os trabalhos já realizados até novembro de 2010 utilizaram 
a mesma base de dados, que esta compreendida no período de 1970 a 2000, 
pois os dados da renda per capita dos municípios são obtidos com os dados 
do censo.  Então a contribuição dessa dissertação, se dar pelo uso de dados 
mais recentes, no período entre 2000 a 2010, onde foram testa as hipóteses 
de convergência de renda.
3. Referencial Teórico 
3.1. Modelo de Solow 
O principal modelo neoclássico de crescimento econômico foi apresentado 
por Robert Solow em 1956, ele permite analisar o crescimento de longo 
prazo e sustenta que existe uma relação inversa entre a renda per 
capita e o estado estacionário. Para Oliveira (2006) no modelo Solow 
os retornos são decrescentes e isso sustenta que existe uma relação 
negativa entre a distância da renda per capita de seu estado estacionário. 
A explicação neoclássica do crescimento econômico está fundamentada no 
modelo de Solow (1956), que tem como pressuposto rendimentos marginais 
decrescentes para os fatores de produção e também, que as rendas per 
capita das diferentes economias tenderiam a se a equalizar.  Esse modelo é 
construído a partir de duas equações, uma função de produção e uma equação 
de acumulação de capital. O produto é determinado por apenas duas variáveis, 
capital e trabalho.   
Presumindo uma função de produção do tipo Cobb- Douglas, a representação 
do modelo básico de Solow é:
Y K L( )1= a a-                                                (1)
0 1onde < <a
onde Y é o produto, K é o estoque de capital, L é a força de trabalho. Essa 
função de produção é homogênea de grau um, ou seja, apresenta retornos 
constantes de escala. 
A segunda função do modelo de Solow descreve a acumulação do capital, 
que é dada por:
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K sY dK= -o                                             (2)
O significado dessa equação é que a variação no estoque de capital é igual ao 
montante do investimento bruto menos o montante da depreciação. A equação 
de acumulação per capita de capital é dado por:
( )k sy n d k= - +o                               (3)
onde ko  é acumulação temporal do capital por unidade de trabalho, que é 
positivamente relacionado com nível de poupança por trabalhador e s, que 
é a taxa de poupança, e é negativamente relacionada com a taxa de cresci-
mento populacional e a taxa de depreciação, respectivamente (“n+d “ ).  E na 
proporção em que o investimento por trabalhador se iguala a soma da taxa 
de crescimento populacional com a taxa de depreciação do capital, não há 
mais acumulação do capital em termos per capita, ou seja, a economia está 
no estado estacionário. 
No estado estacionário, não existe crescimento do produto per capita, pois 
é constante e a taxa de crescimento do PIB é mesma do crescimento popu-
lacional. Neste modelo, as economias que apresentam menor capital per 
capita crescem mais rapidamente, e sua taxa de crescimento diminui à me-
dida que se aproxima do estado estacionário. Essa trajetória pode ser vista 
na equação (4) em que α é menor que um, à medida que k aumenta, a taxa 




sk n d( )1= - +a-
o
                            (4)
Então, a principal conclusão do modelo é que o estoque de capital deve estar 
se expandindo no mesmo ritmo que a força de trabalho e qualquer que seja 
o valor inicial da taxa de capital-trabalho o sistema irá desenvolver para um 
estado de crescimento equilibrado à taxa natural (Solow, 1956). 
3.2 Covergência de Renda
A função de produção neoclássica tem com pressuposto que a taxa de retorno 
do capital é elevado quando o estoque inicial de renda é baixo. A ideia de 
convergência é decorrente dessa hipótese, ou seja, as economias mais pobres 
tendem a crescer mais rapidamente que as nações ricas, por causa da produ-
tividade marginal do capital.
Os principais modelos de convergência apresentados por Barro (1991), Barro 
e Sala-i-Martin (1992) e Sala-i-Martin (1996) são: o de β-convergência e o de 
σ-convergência. Se as economias mais pobres tenderem a crescer mais rapi-
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damente que as nações ricas e esse aumento da renda são explicados unica-
mente pela renda per capita, ocorre a β-convergência absoluta. Já o conceito 
de σ-convergência está relacionado com a diminuição da dispersão da renda 
per capita ao longo do tempo. Esses dois conceitos estão relacionados entre 
si, e a β-convergência é a condição necessária para diminuição da variância 
de renda per capita entre as economias. 
A estimação da β-convergência é dada por:















` j  é a taxa de crescimento do PIB per capita para a 
economia i no período t e que  y e y, ,i t i t 1- é respectivamente a renda no pe-
ríodo inicial e final da análise, α é uma constante do modelo, β é a taxa de 
convergêrgencia e ,i tf é erro estocástico.  Cabe resaltar que o coefiente β tem 
uma relação inversa com a variável dependente, para indicar que o município 
com a menor renda tem uma taxa de crescimento maior que os municípios 
mais ricos.
Mas se os diferenciais no nível de renda não forem explicados unicamente pelo 
PIB per capita, há nesse caso a β-convergência condicional em que cada país 
converge para o seu próprio estado estacionário.  Isso ocorre em decorrência 
das economias diferirem em: níveis tecnológicos, propensão a poupar e a taxa 
de fecundidade, externalidades, estrutura de mercado, etc. Logo, se elas têm 
parâmentros diferentes, terão estados estacionários diferentes. E assim, a 
previsão do modelo neoclássico é que a taxa de crescimento da economia está 
diretamente relacionada com a sua distância ao seu próprio estado estacioná-
rio. E que a hipótese de convergência condicional e de convergência absoluta 
são iguais, se as economias têm o mesmo estado estacionário.
O modelo de β-convergência condicional é estimado por:
logY b y X, , , ,i t i t i t i t1 1 1a j f= + + ++ - -                       (6)




b-^ h e, se para β>0  e mantendo X ,i t 1- constante, diz-se que o 
conjunto de dados confirma a hipótese de convergência  condicional.  Para 
testar a convergência condicional é necessária a utilização de variáveis proxy 
e a teoria econômica orienta nas escolhas das variáveis.
A ideia de convergência condicional implica na hipótese de clubes de con-
vergência que está fundamentado numa visão de múltiplos equilíbrios, onde 
as economias que apresentam condições iniciais similares e características 
estruturais idênticas convergem para um mesmo nível renda per capita a 
longo prazo. Para Galor (1993) a economia não apresenta um único estado 
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estacionário, mas esse sistema pode ser caracterizado por múltiplos equi-
líbrios de estados estacionários e a convergência de clube e a convergência 
condicional pode servir como hipóteses. 
Na visão de Quah (1993) no longo prazo, a distribuição da renda per capita 
é bimodal, pois devido à acumulação de capital físico e humano, ocorre uma 
concentração em torno dos mais ricos, existe um agrupamento em torno dos 
mais probres e um desaparecimento da classe média.  Ou seja, a economia 
está convergindo para múltiplos equilíbrios, e nessas dinâmicas são formados 
os clubes de convergência que depende do nível da renda inical de cada país.
4. Metodologia
4.1 Fonte de Dados 
As informações estatísticas utilizadas nessa pesquisa foram os dados do cen-
so dos anos 2000 e 2010, que são disponibilizados pelo Instituto Brasileiro 
de Geografia e Estatística – IBGE.  Nesse período, foram emancipados 58 
municípios, mas nesse trabalho foram considerados somente os municípios 
comuns aos dois períodos, ou seja, 5.507 cidades. 
Os dados do censo do ano 2000 estão disponibilizados em tabelas não ne-
cessário nenhum tratamento estatístico sobre o plano amostral, pois já foi 
feito pelo IBGE. Mas os dados utilizados do ano 2010 foram os microdados 
da amostra do censo, sendo necessário um tratamento estatístico que consi-
dere o plano amostral complexo  para fazer as estimativas.  Nesse sentido, o 
tratamento dos dados foi realizado pelo software Stata 12.0.
A variável usada para testar as hipóteses de β-convergência absoluta e em 
clubes foi a renda domiciliar nominal dos domicílios particular permanentes 
que engloba os rendimentos provenientes do trabalho e outras fontes habituais 
que não proveniente do trabalho, como: aposentadoria, pensão e de progra-
mas do governo. Já para testar a hipótese de β-convergência condicional foi 
adicionada a variável escolaridade média medida em anos de estudo para 
cada município brasileiro. 
4.2 Regressão Quantílica 
O método de regressão quantílica é uma solução para uma distribuição de 
dados não gaussiana e heterocedástica. Essa regressão utiliza a mediana 
condicional como a medida de posição central que minimiza a soma dos erros 
absolutos e os demais quantis condicionais são estimados através da mini-
mização de uma soma ponderada assimetricamente de erros absolutos. Esse 
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método permite uma análise de toda a distribuição, sendo possível verificar 
mudanças de escalas Koenker et  al., (1994).
Seguindo a abordagem de He e Ng (1999), a regressão quantílica generaliza 
o conceito de um quantil univariado ou multivarido a um quantil condicional 
dado um ou mais covariáveis. Para um par de variáveis aleatórias “(X,Y)” 
com função de distribuição de probabilidade condicional, o τ-ésimo quantil 
é dado por uma função condicional ( )g xx ,”  onde Y  dado X=x,  tal como: 
( ( ) | )P Y g x X x# x= =x . A mediana condicional (τ =0,5) fornece uma me-
dida de tendência central que descreve uma relação geral entre X e Y.  Para uma 
amostra aleatória ,x yi i i
n
1=
^ h" ,  de (X,Y)  e que a mediana da amostra minimiza 
a soma dos desvios absolutos ( )y g x






/    o τ-ésimo quantil da função 
g(x) pode ser formulado como solução do problema de otimização abaixo: 
( ( ))min y g x









/                                           (7)
onde ( ) ,u u I u 0 0 11 1 1t x x= -x ^^ hh , em que tx  é a função de perda 
condicional, u representa a diferença entre o valor observado e o estimado 
para cada observação e  I :^ h é a função indicadora.
4.3 Constrained Smoothing B-Splines 
A utilização do método de regressão quantílica linear pode apresentar limita-
ções nas estimações dos coeficientes, pois assume que existe uma relação linear 
entre cada quantil da regressão. Segundo Laurini (2007), ao considerar essa 
relação entre a variável dependente e a variável explicativa pode cancelar as 
vantagens de utilizar esse método, pois os parâmetros poderão estar viciados.
Esse método de regressão quantílica linear (Smoothing Spline) tem como 
objetivo minimizar os erros da regressão considerando a suavidade da curva 
de ajuste e o resultado é o melhor ajuste possível. Mas, apesar da qualidade do 
ajuste, o resultado não é único e a curva poderá ser descontínua, enviesando 
a relação entre as variáveis dependente e independente (Coelho, 2006).  A 
solução para esses problemas é obtida pelo método Constrained Smoothing 
B-Splines (COBS) que ao considerar a medida de suavidade pela segunda 
derivada da curva de ajuste encontra o melhor ajuste e o único resultado.
Conforme proposto por He & Ng (1999), este método assume a seguinte forma: 













/                       (8)
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essa equação é equivalente a: 













/ #                  (9)
Fan et. al. (2001) propõe um teste para saber qual dos modelos se deve utilizar, 
o regressão quantílica linear  ou Smoothing B-Splines, esse teste é conhecido 








                               (10)
onde RSS0 é a soma dos quadrados dos resíduos do modelo quantílico linear 
e RSS1  é a soma dos quadrados dos resíduos do modelo quantílico não linear. 
A realização desse teste é feita via bootstrap e a hipótese nula considera que 
os modelos são iguais.
4.4 A densidade Kernel
É um método não paramétrico utilizado para visualizar a distribuição 
dos dados em determinado período, este procedimento formas curvas de 
densidade onde cada observação é ponderada pela distância ao núcleo, Kayri 
e Guro (2009).
A função Kernel para uma amostra aleatória , ... ,X Xn1  com função de densi-

















|^ `h j/ /           (11)
Onde h>0 é o parâmetro de suavização, N é tamanho da amostra e K é a 
função Kernel que satisfaz a condição 1K x dx =^ h#  . E a relação entre K e 
Kh   é dada por: K h Kh t h
1= - ^ h, Zucchini (2003).
5. Análise e Descrição de Resultados
A diferença de renda entre os municípios brasileiros é um indicador de de-
sigualdades regionais. Nesse sentido, o aumento da riqueza pode significar 
a mitigação da miséria e da pobreza, somente se, as rendas dos municípios 
mais pobres crescerem mais rápido que distritos mais ricos. A análise des-
critiva e econométrica dos dados foram executadas pelo pacote estatístico R 
versão 2.15. 
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5.1 Análise Descritiva 
Os dados da Tabela 1 foram deflacionados com base no ano 2000, na primeira 
coluna estão os quantis que variam entre o quinto e o nonagésimo quinto 
percentil e na segunda e terceira colunas estão às rendas per capita nominais 
municipais para o ano 2000 e 2010, respectivamente. Neste período de estudo, 
o rendimento médio nominal brasileiro cresceu uma vez meio passando de 
R$ 190,94 para R$ 284,60.
TABELA 1. ESTATÍSTICA DESCRITIVA DA VARIÁVEL RENDA NO PERÍODO 










0,05 69,84 122,72 1,76 276
0,10 78,80 13692 1,74 551
0,25 103,88 168,86 1,63 1.377
0,50 173,90 270,64 1,56 2.753
0,75 254,91 367,59 1,44 4.130
0,90 327,12 460,24 1,41 4.956
0,95 376,84 517,00 1,37 5.231
MÉDIA 190,94 284,6 1,49 3.081 
* Os dados estão deflacionados com base no ano de 2000.
Fonte: Elaboração própria
Na quarta coluna da Tabela 1, inclui-se a razão entre a renda do segundo 
período sobre a renda do ano 2000 em função dos quantis, para medir o efeito 
de desagregação, a fim de verificar se o rendimento aumentou mais entre os 
municípios mais pobres ou entre os mais ricos. E os resultados indicaram 
que os municípios com menor rendimentos tiveram um crescimento maior, 
diminuindo a divergências entres eles. E por fim, a quinta coluna que mostra 
a quantidade de municípios que estão abaixo de cada quantil e ou da média.
A análise descritiva da variável escolaridade, para o ano de 2000, está na 
Tabela 3, em que a média de estudo para o ano de 2000 era de 4.37 anos 
e a mediana era de 4,46 anos. Quanto aos quantis tem-se que, os 5% dos 
municípios mais educados do país tiveram 6,31 anos de estudo e que as regiões 
menos educadas que são representadas - pelo quinto percentil, primeiro decil e 
primeiro quartil que tiveram 2,41; 2,74; 3.39 anos de estudo, respectivamente. 
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TABELA 2. ESTATÍSTICA DESCRITIVA DA VARIÁVEL ESCOLARIDADE NO 
ANO 2000
Quantil Anos de estudo Quantil Anos de estudo
0,05 2,41 0,75 5,27
0,10 2,74 0,90 5,91
0,25 3,39 0,95 6,31
0,50 4,46 - -
MÉDIA 4,37 - -
Fonte: Elaboração própria
As desigualdades sociais e econômicas e os desequilíbrios existentes nas 
regiões podem ser representados, por meio da distribuição geográfica da 
renda, conforme a Figuras 1. Conforme a Figura 1, para o ano 2000, os 
municípios que tiveram uma renda per capita entre R$ 36,90 a 103,00 estão 
localizado na região do semiárido que compreenda a região do Nordeste 
e o Norte de Minas de Gerais. Nesta região, os estados mais pobres dessa 
região são – Piauí e Alagoas.  Ainda nessa faixa de renda se encontra alguns 
municípios do estado de Amazonas. 
Pela Figura 1, para o ano 2000, os municípios que tiveram uma renda per 
capita entre R$ 36,90 a 103,00 estão localizado na região do semiárido que 
compreenda a região do Nordeste e o Norte de Minas de Gerais. Nesta região, 
os estados mais pobres dessa região são – Piauí e Alagoas.  Ainda nessa faixa 
de renda se encontra alguns municípios do estado de Amazonas.
Na região norte, a faixa de renda predominante está no intervalo de R$ 
103,00 a R$ 172,00, que engloba a maior parte dos estados de Tocantins, 
Acre, Amazonas e o norte do Pará. E em alguns poucos pontos essa região 
tem renda per capita elevada.
Os municípios mais ricos do Brasil estão localizados nas regiões Sudeste, Sul 
e Centro Oeste, com destaque para o estado de São Paulo de Paraná, Mato 
Grosso e o Distrito federal. O estado de Minas Gerais é dividido em duas 
partes sendo que as pessoas mais pobres moram mais ao norte do estado e 
os indivíduos mais prósperos estão localizados mais sul, principalmente nos 
municípios que fazem divisa como o estado de São Paulo.
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FIGURA 1. DISTRIBUIÇÃO ESPACIAL DA RENDA PER CAPITAL PARA O ANO
Fonte: Elaboração própria
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Ainda na Figura 1, para o ano 2010, tem-se que a distribuição espacial da 
renda per capita deflacionada aumentou em ao ano 2000, mas no estado de 
Amazonas a quantidade de indivíduos pobres aumentou, assim com no estado 
de Pará e Mato Grosso.
5.2 A densidade Kernel da Renda
A estimação Kernel é a representação de “fotografias” da distribuição de 
dados. Nesse trabalho optou pela utilização do Kernel Epanechnikov. Na 
Figura 2, é apresentado o resultado, e tem-se que a distribuição dos dados é 
bimodal, para os dois anos de estudo e ainda se observa um estreitamento 
da distribuição no segundo período, indicando um aumento da renda. Esta 
“fotografia” da distribuição evidencia a formação de clubes de convergência, 
por apresentar uma distribuição bimodal nos anos analisados, pois 
existe uma concentração de renda em torno dos dois picos, o primeiro 
formado por municípios de baixa renda e o segundo por municípios ricos. 
FIGURA 2. KERNEL DA DISTRIBUIÇÃO DA RENDA PER CAPITA MUNICIPAL
Fonte: Elaboração própria
5.3 β-convergência Absoluta através da RQL 
A fim de testar a hipótese de β-convergência absoluta para os municípios 
brasileiros foi utilizado o modelo de regressão quantílica linear, e os 
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coeficientes estimados foram relativos aos quantis 0,05; 0,10; 0.25; 0,50; 
0,75; 0,90 e 0,95, esses valores foram utilizados com base nos trabalhos de 
[Silva e Figueredo (2010), Laurini (2007)].
Para verificar se as estimativas dos parâmetros são estatisticamente 
significativas, utilizou o teste de Wald, e para a estatistica F igual 7,245 e com 
p-valor próximo à zero, conclui que todos os quantis utilizados na Tabela 5 
são significativos.  O coeficiente de ajuste da regressão quantílica pode ser 
calculado com base no pseudo R² [Hao e Naiman (2007)]. O resultado do 
coeficiente de ajuste está na coluna cinco da Tabela 3, e pode se concluir 
que a variável independente explica entre 21% a 31% da variação na taxa de 
crescimento da renda per capita municipal, mas também pode se inferir que 
existem outras variáveis explicativas da taxa de crescimento da renda. Esse 
resultado está de acordo ao resultado encontrado por Silveira et al. (2010) e 
por Grolli (2007).
A condição nessária para que ocorra a convergência de renda entre os 
municípios é que a estimação de todos os coeficientes tenha uma relação 
inversa entre a taxa de crescimento e a renda inicial, essa condição foi 
plenamente satisfeita, conforme a Tabela 3.  A segunda condição depende da 
primeira e também, que todos os coeficientes estimados sejam maiores, em 
valor absoluto, para as rendas iniciais menores, ou seja, quanto mais pobre 
for o município maior será a sua taxa de crescimento da renda.
TABELA 3. RESULTADO DA REGRESSÃO QUANTÍLICA PARA CONVERGÊNCIA 
ABSOLUTA
Quantis Intercepto β Pseudo R² 
0,05 0,14608 -0,02583 0,211171
0,10 0,14009 -0,02304 0,2612024
0,25 0,13387 -0,01959 0,2876578
0,50 0,14843 -0,02027 0,2729234
0,75 0,16618 -0,02170 0,3099527
0,90 0,18226 -0,02258 0,3132918
0,95 0,18816 -0,02211 0,2981534
Nota: * resultados significativos a 1%;  Fonte: Elaboração própria 
Ao se comparar, em valor absoluto, as estimatimas, tem-se que somente o 
quinto percentil e o primeiro decil são maiores que as demais e que a partir 
do primeiro quartil, que tem a menor estimativa, os coeficientes estimados 
são monotonicamente crescentes. Estes resultados indicam que os 10% dos 
municípios mais pobres do Brasil estão convergindo, mas também, que os 
muncípios entre o primeiro e o terceiro quartil estão divergindo entre si e 
também em relação aos 10% dos municípios mais ricos. Estes resultados 
confirmam as hipoteses de Quah (1993) de formação de dois polos de 
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convergência e o desaparecimento da classe média, ou seja, a existência de 
divergência de renda entre os municípios brasileiros.
5.4 β-convergência Condicional através da RQL
Para testar a hipótese de β-convergência condicional foi incluída a variável 
anos de estudo (EST), e sua importância foi medida pelo pseudo R², que 
é um coeficiente de ajuste e mede o quanto uma variável  dependente é 
explicada pela variável explicativa, esse coeficiente, duplicou-se em quase 
todos os quantis em relação ao modelo de convergência absoluta, na Tabela 
3. E ainda, foi aplicado o teste Wald para verificar se todos os quantis são 
estatisticamente significativos, para este teste a estatística F foi igual 5,7062 
e com p-valor próximo à zero indicando que todos os quantis utilizados na 
Tabela 4 são significativos.
Na terceira coluna da Tabela 4, tem-se o coeficiente β de convergência 
condicional, e os valores do coeficiente β são em módulo decrescentes a partir 
do primeiro decil até o terceiro quartil, e neste intervalo há convergência de 
renda. Já o quinto percentil só é menor que o primeiro decil, isto significa 
que os 5% dos municípios mais pobres cresceram menos que os 10% dos 
municípios mais pobres.  Ao analisar o nono decil e o nonagésimo quinto 
percentil, verifica-se que eles são menores que o quinto percentil e o primeiro 
decil, mas são maiores que a primeiro quartil (exceto o nono percentil), a 
mediana e o terceiro quartil. Isto significa que a renda dos municípios mais 
ricos está a crescer mais que os da classe média. Desta forma não se confirma 
a hipótese de convergência renda condicional para os municípios, mas a 
formação de dois grupos – um constituído por municípios ricos e outros por 
municípios pobres.
TABELA 4. RESULTADO DA REGRESSÃO QUANTÍLICA PARA CONVERGÊNCIA 
CONDICIONAL
Quantis Intercepto β EST Pseudo R²
0,05 0,20932 -0,05135 0,01644 0,4127276
0,10 0,22009 -0,05200 0,01612 0,4069377
0,25 0,22432 -0,04996 0,01486 0,3899949
0,50 0,23713 -0,04990 0,01416 0,3987842
0,75 0,24918 -0,04972 0,01350 0,4313598
0,90 0,26220 -0,04996 0,01342 0,4068384
0,95 0,26793 -0,05031 0,01430 0,3884064
Nota: * resultados significativos a 1%; 
Fonte: Elaboração própria 
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Ainda na Tabela 4, observa-se que o coeficiente da variável EST possui um 
sinal positivo indicando que existe uma relação direta entre crescimento da 
renda e a escolaridade. Os coeficientes desta variável são todos decrescentes e 
significa dizer que a educação possui um impacto maior nos municípios mais 
pobres do que nos mais ricos. 
5.5 β-convergência Absoluta através da COBS
Ao se considerar a regressão quantílica linear resolveu-se os problemas de 
heterocedasticidade e falácia de Galton, mas se a relação entre os quantis 
não for linear, as estimativas do modelo de regressão quantílica linear estão 
viesadas e isso pode anular as suas principais vantagens (Laurini, 2007).  Os 
trabalhos empíricos de Laurini (2007), Figueiredo et al. (2011), Coelho (2006) 
e Laurini et al. (2003) confirmam os indícios de não linearidade entre a taxa 
de crescimento da renda e a renda inicial.
Para solucionar este problema, é necessário utilizar a regressão quantílica 
não paramétrica conhecida como Smoothing B-Splines. E os resultados dessa 
regressão para os quantis: 0,05, 0,10, 0,25, 0,50, 0,75, 0,90, 0,95, podem ser 
vistos na Figura 3. 
FIGURA 3. RESULTADO COBS PARA CONVERGÊNCIA ABSOLUTA
Fonte: Elaboração própria
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A divergência renda ocorre quando um conjunto de spline apresenta uma 
relação negativa entre a taxa de crescimento e o logaritmo da renda inicial 
e também uma relação positiva entre essas variáveis, ao longo de sua curva. 
Os resultados apresentado na Figura 3, mostra que existe esta relação não 
linear entre os quantis.
E, quando os splines têm uma relação inversa entre a taxa de crescimento o 
logaritmo da renda significa que são mantidas as hipóteses de convergência 
de renda. Ou seja, quanto menor a renda per capita de município maior será 
a sua taxa de crescimento. Mas, quando a relação entre a taxa de crescimento 
da renda e renda é direta, ocorre que quanto maior a renda maior será a sua 
taxa de crescimento, esse comportamento é pode ser visto quando a curva é 
ascendente.
Portanto, o resultado indica a formação de clubes de convergência, pois existe 
a divergência de renda entre os municípios brasileiros, para o conjunto de 
splines não paramétrico, e pode-se analisar a formação de dois polos, um 
para cima e outro para baixo. O polo inferior apresenta uma menor taxa de 
crescimento da renda para os municípios com maior logaritmo da renda 
inicial, ocorrendo o oposto para o polo superior. 
Em relação à utilização dos métodos robustos para testar as hipóteses de 
convergência de renda, Fan et al. (2001) propõe um teste para comparar os 
modelos de regressão quantílica linear o modelo Smoothing B-Spline que é 
conhecido como teste de razão de verossimilhança generalizada, conforme 
a Equação (10).  O resultado deste teste se encontra na Tabela 5, onde na 
primeira linha se encontra os quantis e na segunda linha está o p-valor que 
representa a hipótese nula, onde se considera a igualdade dos entre os dois 
modelos. E, a comparação é realizada via criação de uma distribuição de 
dados, por bootstrap.
TABELA 5. TESTE DE RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA GENERALIZADA PARA 
TESTAR A ROBUSTEZ DO MODELO DE REGRESSÃO QUANTÍLICA LINEAR 
VERSO O MODELO DE SMOOTHING B-SPLINE
Quantis 0,05 0,10 0,25 0,50 0,75 0,90 0,95
P- valor 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Fonte: Elaboração própria
Este teste fora realizado via bootstrap com 1000 réplicas e, como resulta-
do, tem-se que o modelo não linear é considerado mais robusto em todos 
os quantis analisados, pois foi rejeitada a hipótese de nula. Este resultado 
é semelhante ao encontrado por Figueiredo et al. (2011) e Laurini (2003). 
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Considerações finais
Este trabalho propôs testar a hipótese de β-convergência absoluta para os 
municípios brasileiros no período de 2000 a 2010.  Por meio da utilização dos 
métodos rosbusto – densidade Kernel, modelo de regressão quantílica linear 
e o constrained B-spline smoothing (COBS).  A análise da densidade Kernel 
para a renda inicial e final teve que a sua distribuição é bimodal e, portanto, 
confirma a hipótese de clube de renda. 
O resultado da regressão quantílica linear para hipótese de β-convergência 
absoluta indicou que apenas o quinto percentil e o primeiro decil convergiram 
e que a partir do primeiro quartil a ocorreu a divergência de renda. Isso implica 
que a formação de dois grupos, um de renda elevado e outro de renda baixa. 
E, ao se considerar as velocidades como as economias caminham, verificou-se 
que baixa, variando no intervalo de 1,06% a 1,41%.
Quando se inclui a variável escolaridade ao modelo anterior, ou seja, foi tes-
tada a hipótese de β-convergência condicional e se verificou a confirmação 
da convergência de renda até o terceiro quartil, os coeficientes da regressão 
indicaram que quanto mais pobre for um município maior é a importância 
da educação para explicar a taxa de crescimento da renda, isto implica dizer, 
que o investimento público em educação gera um retorno maior quando os 
indivíduos são mais pobres
Com a inserção do método constrained B-spline smoothing foi possível verifi-
car se a relação entre os quantis eram ou não linear. E os resultados indicaram 
a uma relação não linear entre todos os quantis estudados e a formação de 
dois polos, um alto e outro baixo, sendo que o polo inferior apresentou uma 
menor taxa de crescimento para os logaritmos da renda inicial. E para sabe 
qual é a melhor E para saber qual é a melhor estimação se a do modelo re-
gressão quantílica linear ou a do modelo COBS, foi realizado o teste de razão 
de verossimilhança generalizado, via bootstrap com 1000 réplicas e, como 
resultado o modelo não linear se demonstrou mais robusto.
Enfim, os resultados dessa pesquisa confirmam a hipótese de clubes de con-
vergência para os municípios brasileiros, onde se evidencia a formação de 
dois polos, um formado de municípios ricos e outro formado de municípios 
pobres. Os municípios pobres são formados pelas regiões Norte e Nordeste. 
Apesar de esse recorte temporal ser curto e supondo as mesmas condições 
estruturais da economia, a desigualdade de renda tende a aumentar cada vez 
mais entre os municípios brasileiros. Porém, o investimento em educação pode 
fazer com que as diferenças sejam menores ou no mínimo não se alterem.
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